
Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

‘Η πραγµατική ϐελτιστοποίηση είναι η επαναστατική συµβολή της
σύγχρονης έρευνας στις διαδικασίες λήψης αποφάσεων.¨
- George Dantzig

Ας ξεκινήσουµε αυτό το ϐιβλίο από ένα ϑεµελιώδες ερώτηµα και ας σας
πούµε τι ϑα αποτελέσει αυτό το ϐιβλίο.

1.1 Τι είναι Συνδυαστική Βελτιστοποίηση ;

Στόχος της συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης είναι να ϐρεθεί ένα ϐέλτιστο α-
ντικείµενο από ένα πεπερασµένο σύνολο αντικειµένων. Αυτά τα υποψήφια
αντικείµενα ονοµάζονται εφικτές λύσεις ενώ το ϐέλτιστο ονοµάζεται ϐέλτιστη
λύση. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε το ακόλουθο πρόβληµα.

Πρόβληµα 1.1.1 (Ελάχιστο Τανύον ∆ένδρο). ∆ίνεται ένα συνεκτικό γράφηµα
G = (V,E) µε µη αρνητικό ϐάρος τόξων c : E → R+, να ϐρείτε ένα δένδρο
µε ελάχιστο συνολικό ϐάρος, όπου ‘τανύον’ σηµαίνει ότι όλοι οι κόµβοι περι-
λαµβάνονται στο δένδρο και συνεπώς ένα δένδρο που εκτείνεται διασυνδέει
όλους τους κόµβους του V . ΄Ενα παράδειγµα είναι όπως ϕαίνεται στο Σχήµα
1.1.

Προφανώς, το σύνολο όλων των δένδρων που εκτείνονται είναι πεπερασµένο
και ο στόχος αυτού του προβλήµατος είναι να ϐρεθεί ένα από αυτά µε ε-
λάχιστο συνολικό ϐάρος (κόστος). Κάθε δένδρο είναι µια εφικτή λύση και
η ϐέλτιστη λύση είναι το δένδρο µε το ελάχιστο συνολικό ϐάρος (κόστος), το
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Σχήµα 1.1: Παράδειγµα ελαχίστου τανυόντος δένδρου.

οποίο ονοµάζεται επίσης ελάχιστο τανύον δένδρο. Εποµένως, πρόκειται για
ένα πρόβληµα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης.

΄Ενα πρόβληµα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης µπορεί να έχει περισσότε-
ϱες από µία ϐέλτιστες λύσεις. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 1.1, υπάρχουν
δύο δέντρα µε ελάχιστο συνολικό µήκος. (Το δεύτερο µπορεί να ληφθεί
χρησιµοποιώντας την ακµή (e, f) για να αντικαταστήσει την ακµή (d, f)).
Εποµένως, η ϐέλτιστη λύση όπως αναφέρεται παραπάνω, εννοείται ένα γε-
νικό µέλος του συνόλου των ϐέλτιστων λύσεων.

Η συνδυαστική ϐελτιστοποίηση είναι ένα κατάλληλο υποπεδίο της διακριτής
ϐελτιστοποίησης. Στην πραγµατικότητα, υπάρχουν κάποια προβλήµατα στη
διακριτή ϐελτιστοποίηση, τα οποία δεν ανήκουν στη συνδυαστική ϐελτιστο-
ποίηση. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε τον ακέραιο προγραµµατισµό. Ανήκει
πάντα στη διακριτή ϐελτιστοποίηση. Ωστόσο, όταν το εφικτό πεδίο είναι
άπειρο, δεν ανήκει στη συνδυαστική ϐελτιστοποίηση. ΄Οµως, µια τέτοια
διαφορά δεν αναγνωρίζεται πολύ καλά στη ϐιβλιογραφία. Στην πραγµατι-
κότητα, αν µια εργασία σχετικά µε τη ϐελτιστοποίηση σηµείων πλέγµατος
υποβληθεί στο Journal of Combinatorial Optimization, τότε συνήθως, δεν ϑα
απορριφθεί λόγω του ότι είναι εκτός πεδίου εφαρµογής.

΄Οσον αφορά τις µεθοδολογίες, η συνδυαστική ϐελτιστοποίηση και η δια-
κριτή ϐελτιστοποίηση έχουν πολύ κοντινή σχέση. Για παράδειγµα, για να
αποδείξουµε την NP -δυσκολία του ακέραιου προγραµµατισµού, πρέπει να
κόψουµε το απείρως µεγάλο εφικτό πεδίο του σε ένα πεπερασµένο υπο-
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σύνολο που περιέχει τη ϐέλτιστη λύση (ϐλ. Κεφάλαιο 8 για λεπτοµέρειες),
δηλαδή να το µετατρέψουµε σε πρόβληµα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης.

Η γεωµετρική ϐελτιστοποίηση είναι ένα άλλο παράδειγµα. Σκεφτείτε το
ακόλουθο πρόβληµα.

Πρόβληµα 1.1.2 (Ελάχιστο µήκος χωρίσµατος γκιλοτίνας). ∆εδοµένου ενός
ορθογωνίου µε οπές στο εσωτερικό του, χωρίστε το σε µικρότερα ορθογώνια
χωρίς οπές στο εσωτερικό του µε µια ακολουθία κοπών γκιλοτίνας ώστε να
ελαχιστοποιηθεί το συνολικό µήκος των κοπών. Εδώ, η κοπή γκιλοτίνας είναι
ένα κατακόρυφο ή οριζόντιο ευθύγραµµο τµήµα που χωρίζει ένα ορθογώνιο
σε δύο µικρότερα ορθογώνια. ΄Ενα παράδειγµα ϕαίνεται στο σχήµα 1.2.

Σχήµα 1.2: Ορθογώνιο χώρισµα γκιλοτίνας.

Υπάρχει άπειρος αριθµός κατατµήσεων. Εποµένως, δεν είναι ένα πρόβλη-
µα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης. Ωστόσο, µπορούµε να αποδείξουµε ότι
η ϐέλτιστη κατάτµηση µπορεί να ϐρεθεί από ένα πεπερασµένο σύνολο κα-
τατµήσεων ειδικού τύπου (για λεπτοµέρειες, ϐλ. Κεφάλαιο 3). Συνεπώς, για
την επίλυση του προβλήµατος, χρειάζεται να µελετήσουµε µόνο κατατµήσεις
αυτού του ειδικού τύπου, δηλ, ένα πρόβληµα συνδυαστικής ϐελτιστοποίη-
σης.

Λόγω των παραπάνω, δεν κάνουµε ένα διαχωρισµό για να αποκλείσουµε
κάποια µέρη της διακριτής ϐελτιστοποίησης. Στην πραγµατικότητα, αυ-
τό το ϐιβλίο είναι προσανατολισµένο στη µεθοδολογία. Τα προβλήµατα
επιλέγονται για να απεικονίσουν τη µεθοδολογία. Ειδικότερα, για κάθε
µέθοδο, µπορούµε να επιλέξουµε ένα τυπικό πρόβληµα ως συνοδευτικό για
να διερευνήσουµε τη µέθοδο, τις απαιτήσεις της και τις εφαρµογές της.
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Για παράδειγµα, χρησιµοποιούµε το πρόβληµα της συντοµότερης διαδρο-
µής για να εξηγήσουµε τον δυναµικό προγραµµατισµό, χρησιµοποιούµε το
πρόβληµα του ελάχιστου τανυόντος δέντρου για να εξηγήσουµε τους άπλη-
στους αλγορίθµους, κ.λπ.

1.2 Βέλτιστη και Προσεγγιστική Λύση

Ας δείξουµε µια συνθήκη ϐελτιστότητας για το ελάχιστο τανύον δένδρο.

Θεώρηµα 1.2.1 (Βελτιστότητα Μονοπατιών). ΄Ενα τανύον δέντρο T ∗ είναι
ένα ελάχιστο τανύον δέντρο αν και µόνο αν ικανοποιεί την ακόλουθη συν-
ϑήκη:

Συνθήκη Βελτιστότητας Μονοπατιών Για κάθε ακµή (u, v) που δεν α-
νήκει στο T ∗, υπάρχει ένα µονοπάτι p στο T ∗, που συνδέει τις u και v,
και επιπλέον, c(u, v) ≥ c(x, y) για κάθε ακµή (x, y) στο µονοπάτι p.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε, για αντίφαση, ότι c(u, v) < c(x, y) για κάποια
ακµή (x, y). στο µονοπάτι p. Τότε T ′ = (T ∗ \ (x, y)) ∪ (u, v) είναι ένα
τανύον δένδρο µε κόστος µικρότερο από c(T ∗), γεγονός που αντικρούει την
ελαχιστότητα του T ∗. Αντιστρόφως, υποθέστε ότι T ∗ ικανοποιεί τη συνθήκη
ϐελτιστότητας διαδροµών.

΄Εστω T ′ ένα ελάχιστο τανύον δένδρο έτσι ώστε µεταξύ όλων των ελάχιστων
τανυόντων δέντρων, το T ′ είναι αυτό µε τις περισσότερες κοινές ακµές µε το
T ∗. Ας υποθέσουµε, για αντίφαση, ότι T ′ 6= T ∗. Ισχυριζόµαστε ότι υπάρχει
µια ακµή (u, v) stoT ∗ έτσι ώστε το µονοπάτι στο T ′ µεταξύ u και v να
περιέχει µια ακµή (x, y) µε µήκος c(x, y) ≥ c(u, v). Αν αυτός ο ισχυρισµός
είναι αληθής, τότε (T ′ \ (x, y)) ∪ (u, v) εξακολουθεί να είναι ένα ελάχιστο
τανύον δένδρο, σε αντίθεση µε τον ορισµό του T ′.

Τώρα, αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό µε αντίφαση. Ας υποθέσουµε ότι ο
ισχυρισµός δεν είναι αληθής. Θεωρήστε µια ακµή (u1, v1) ∈ T ∗ \ T ′. Το
µονοπάτι στο T ′ που συνδέει τα u1 και v1 πρέπει να περιέχει µια ακµή
(x1, y1) που δεν ϐρίσκεται στο T ∗. Εφόσον ο ισχυρισµός δεν είναι αλη-
ϑής, έχουµε c(u1, v1) < c(x1, y1). Ακολούθως, εξετάζουµε το µονοπάτι
στο T ∗ που συνδέει τις x1 και y1, το οποίο πρέπει να περιέχει µια ακµή
(u2, v2) 6∈ T ′. Εφόσον το T ∗ ικανοποιεί τη συνθήκη ϐελτιστότητας διαδρο-
µών, έχουµε c(x1, y1) ≤ c(u2, v2). Συνεπώς, c(u1, v1) < c(u2, v2). Καθώς
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το επιχείρηµα αυτό συνεχίζεται, ϑα ϐρούµε µια ακολουθία ακµών στο T ∗

έτσι ώστε c(u1, v2) < c(u2, v2) < c(u3, v3) < · · · , γεγονός που αντιφάσκει το
πεπερασµένο του T ∗. �

΄Ενας αλγόριθµος µπορεί να σχεδιαστεί µε ϐάση τη συνθήκη ϐελτιστότητας
διαδροµών.

Αλγόριθµος Kruskal
input: ΄Ενα συννεκτικό γράφηµα G = (V,E) µε µη αρνητικό ϐάρος τόξων

c : E → R+.
output: ΄Ενα ελάχιστο τανύον δένδρο T .
Ταξινόµησε όλα τα τόξα e1, e2, ..., em σε αύξουσα σειρά µε ϐάση τα ϐάρη,
i.e., c(e1) ≤ c(e2) ≤ · · · ≤ c(em)·
T ← ∅·
for i← 1 to m do

if T ∪ ei δεν περιέχει κύκλο
then T ← T ∪ ei·

return T .

Από αυτόν τον αλγόριθµο, ϐλέπουµε ότι δεν είναι δύσκολο να ϐρούµε τη
ϐέλτιστη λύση για το πρόβληµα του ελάχιστου τανύοντος δέντρου. Αν κάθε
πρόβληµα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης µοιάζει µε το πρόβληµα του ε-
λάχιστου τανύοντος δένδρου, τότε ϑα ήµασταν πολύ ευτυχείς να ϐρούµε τη
ϐέλτιστη λύση για αυτό. ∆υστυχώς, υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός προβλη-
µάτων που είναι απίθανο να µπορέσουµε να υπολογίσουµε αποτελεσµατικά
τη ϐέλτιστη λύση τους. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε το ακόλουθο πρόβληµα.

Πρόβληµα 1.2.2 (Πρόβληµα ορθογώνιου χωρίσµατος ελαχίστου µήκους).
∆εδοµένου ενός ορθογωνίου µε οπές στο εσωτερικό του, χωρίστε το σε µικρότε-
ϱα ορθογώνια χωρίς τρύπες ώστε να ελαχιστοποιηθεί το συνολικό µήκος των
κοπών.

Τα προβλήµατα 1.1.2 και 1.2.2 είναι αρκετά διαφορετικά. Το πρόβληµα
1.2.2 είναι δύσκολα επιλύσιµο, ενώ υπάρχει ένας αποτελεσµατικός αλγόριθ-
µος για τον υπολογισµό µιας ϐέλτιστης λύσης για το πρόβληµα 1.1.2. Στην
πραγµατικότητα, στη ϑεωρία της συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης, πρέπει να
µελετήσουµε όχι µόνο πώς να σχεδιάζουµε και να αναλύουµε αλγορίθµους
για την εύρεση ϐέλτιστων λύσεων, αλλά και πώς να σχεδιάζουµε και να α-
ναλύουµε αλγορίθµους για τον υπολογισµό προσεγγιστικών λύσεων. Πότε
ϐάζουµε τις προσπάθειές µας στην εύρεση της ϐέλτιστης λύσης ; Πότε πρέπει
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να να δώσουµε προσοχή στην εύρεση προσεγγιστικών λύσεων ; Η ικανότη-
τα για τη λήψη µιας τέτοιας απόφασης αναπτύσσεται από τη µελέτη της
υπολογιστικής πολυπλοκότητας.

Το ϐιβλίο αποτελείται από τρία δοµικά σύνολα, το πρώτο είναι ο σχεδιασµός
και η ανάλυση υπολογιστικών αλγορίθµων για ακριβή ϐέλτιστη λύση, το
δεύτερο ο σχεδιασµός και η ανάλυση προσεγγιστικών αλγορίθµων και το
τρίτο η µη γραµµική συνδυαστική ϐελτιστοποίηση.

Το πρώτο σύνολο περιλαµβάνει τα κεφάλαια 2-7, τα οποία µπορούν να
χωριστούν σε δύο µέρη (Εικ.1.3).

Σχήµα 1.3: Σχεδιασµός και Ανάλυση Υπολογιστικών Αλγορίθµων.

Το πρώτο µέρος αφορά τους αλγορίθµους µε αυτοαναγωγιµότητα, όπως ο
αλγόριθµος διαίρει και ϐασίλευε, ο δυναµικός προγραµµατισµός, ο αλ-
γόριθµος απληστίας, η τοπική αναζήτηση, η τοπική αναλογία, κ.λπ., τα
οποία οργανώνονται στα κεφάλαια 2-4. Το δεύτερο µέρος αφορά την ε-
παυξητική µέθοδο, συµπεριλαµβανοµένου του πρωτεύοντος αλγορίθµου,
του δυϊκού αλγορίθµου και του πρωτεύοντος-δυϊκού αλγορίθµου, τα οπο-
ία παρουσιάζονται επίσης στα κεφάλαια 5-7. Υπάρχει µια τοµή µεταξύ
αλγορίθµων µε αυτοαναγωγιµότητα και των πρωτεύοντων-δυϊκών αλγορίθ-
µων. Στην πραγµατικότητα, κατά τη διαδικασία υπολογισµού τις πρώτης
οµάδας αλγορίθµων, µια ϐέλτιστη εφικτή λύση χτίζεται ϐήµα προς ϐήµα
µε ϐάση ορισµένες τεχνικές, ενώ η δεύτερη οµάδα αλγορίθµων έχει επίσης
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µια διαδικασία για τη δηµιουργία µια ϐέλτιστης πρωτεύουσας λύσης µε τη
χρήση πληροφοριών από τη δυϊκή πλευρά. Εποµένως, µπορεί να απεικονι-
στεί κάποιος αλγόριθµος ως αλγόριθµος µε αυτοαναγωγιµότητα, και εν τω
µεταξύ µπορεί επίσης να εξηγηθεί ως αλγόριθµος πρωτεύον-δυϊκός.

Το δεύτερο σύνολο περιλαµβάνει τα κεφάλαια 8-11, που καλύπτουν τις ϑε-
µελιώδεις γνώσεις σχετικά µε την υπολογιστική πολυπλοκότητα, συµπερι-
λαµβανοµένης της ϑεωρίας για την ΝΠ-δυσκολία και τη µη προσεγγισιµότη-
τα, καθώς και ϐασικές τεχνικές για το σχεδιασµό προσεγγιστικών µεθόδων
συµπεριλαµβανοµένου των περιορισµών, της άπληστης προσέγγισης και της
χαλάρωσης µε στρογγυλοποίηση.

Σχήµα 1.4: ∆οµή του ϐιβλίου.

Το τρίτο σύνολο περιλαµβάνει τα κεφάλαια 10, 11, 12. ∆εδοµένου ότι τα
κεφάλαια 10-11 εξυπηρετούν τόσο το δεύτερο όσο και το τρίτο σύνολο, τα
επιλεγµένα παραδείγµατα προέρχονται κυρίως από την υποαρθρωτή ϐελτι-
στοποίηση. Στη συνέχεια, το κεφάλαιο 12 συµβάλλει στην µη υποαρθρωτή
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ϐελτιστοποίηση. Η µη υποαρθρωτή ϐελτιστοποίηση αποτελεί επί του πα-
ϱόντος ενεργό ερευνητικό πεδίο. Υπάρχουν πολλές πρόσφατες δηµοσιε-
ύσεις στη ϐιβλιογραφία. Πιθανώς, το Κεφάλαιο 12 µπορεί να ϑεωρηθεί ως
εισαγωγή σε αυτή την περιοχή. Για µια πλήρη κάλυψη, ίσως χρειαστούµε
ένα νέο ϐιβλίο.

Τώρα, τοποθετούµε την παραπάνω δοµή αυτού του ϐιβλίου στο Σχήµα 1.4
για µια σαφή επισκόπηση.

1.3 Προεπεξεργασία

Στον αλγόριθµο Kruskal, η πρώτη γραµµή είναι η ταξινόµηση όλων των
ακµών σε µια µη ϕθίνουσα σειρά κόστους. Αυτό απαιτεί µια διαδικασία
προεπεξεργασίας για την επίλυση του προβλήµατος ταξινόµησης ως εξής.

Πρόβληµα 1.3.1 (Ταξινόµηση). ∆εδοµένης µιας ακολουθίας ϑετικών ακερα-
ίων αριθµών, ταξινοµήστε τους σε µη ϕθίνουσα σειρά.

Ακολουθεί ένας απλός αλγόριθµος για την ταξινόµηση.

Ταξινόµηση µε Εισαγωγή
input: ΄Ενα διάνυσµα A µε µια ακολουθία ϑετικών ακεραίων αριθµών.
output: ΄Ενα διάνυσµα A µε µια ακολουθία ϑετικών ακεραίων αριθµών σε

µη ϕθίνουσα σειρά.
for j ← 2 to length[A]

do key ← A[j]
i← j − 1
while i > 0 and A[i] > key

do A[i+ 1]← A[i]
i← i− 1

end-while
A[i+ 1]← key

end-for
return A.

΄Ενα παράδειγµα χρήσης του αλγορίθµου ταξινόµησης µε εισαγωγή ϕαίνεται
στο Σχήµα 1.5.

Αν και η Ταξινόµηση µε Εισαγωγή είναι απλούστερη, εκτελείται λίγο αρ-
γά. ∆εδοµένου ότι η ταξινόµηση εµφανίζεται πολύ συχνά στο σχεδιασµό
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Σχήµα 1.5: ΄Ενα παράδειγµα του αλγορίθµου ταξινόµησης µε εισαγωγή. Το
σ είναι το key που ϐρίσκεται εκτός του διανύσµατος A.

αλγορίθµων για προβλήµατα συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης, πρέπει να α-
ϕιερώσουµε λίγο χώρο στο Κεφάλαιο 1 για να παρουσιάσουµε ταχύτερους
αλγορίθµους.

1.4 Χρόνος Εκτέλεσης

Το σηµαντικότερο µέτρο ποιότητας για τους αλγορίθµους είναι ο χρόνος
εκτέλεσης. Ωστόσο, για τον ίδιο αλγόριθµο, µπορεί να χρειαστούν διαφο-
ϱετικοί χρόνοι όταν τον εκτελούµε σε διαφορετικούς υπολογιστές. Για να
δώσουµε ένα ενιαίο πρότυπο, πρέπει να συµφωνήσουµε ότι τρέχουµε τους
αλγορίθµους σε ένα ϑεωρητικό µοντέλο υπολογιστή. Αυτό το µοντέλο είναι
η µηχανή Turing πολλαπλών ταινιών που έχει γίνει αποδεκτό από ένα πολύ
µεγάλο µέρος του πληθυσµού. Με ϐάση τη µηχανή Turing, έχει δηµιουρ-
γηθεί η ϑεωρία της υπολογιστικής πολυπλοκότητας. Θα αγγίξουµε αυτό το
µέρος της ϑεωρίας στο κεφάλαιο 8.

΄Οµως, ϑα χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο RAM για να αξιολογήσουµε το
χρόνο εκτέλεσης των αλγορίθµων σε όλο το ϐιβλίο, εκτός από το κεφάλαιο
8. Στο µοντέλο RAM, υποθέστε ότι κάθε γραµµή ψευδοκώδικα απαιτεί
σταθερό χρόνο. Για παράδειγµα, ο χρόνος εκτέλεσης της Ταξινόµησης µε
Εισαγωγή υπολογίζεται στο Σχήµα 1.6.
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Σχήµα 1.6: Υπολογισµός χρόνου εκτέλεσης.

Στην πραγµατικότητα, το µοντέλο RAM και το µοντέλο µηχανής Turing είναι
στενά συνδεδεµένα. Ο χρόνος εκτέλεσης που εκτιµάται µε ϐάση αυτά τα δύο
µοντέλα ϑεωρείται αρκετά κοντινός. Ωστόσο, µερικές ϕορές διαφέρουν ως
προς την εκτίµηση του χρόνου εκτέλεσης. Για παράδειγµα, το παρακάτω
είναι ένα κοµµάτι ψευδοκώδικα.

for i = 1 to n
do ανάθεσε First(i)← i
end-for

Σύµφωνα µε το µοντέλο RAM, ο χρόνος εκτέλεσης αυτού του κοµµατιού
είναι O(n). Ωστόσο, µε ϐάση τη µηχανή Turing, ο χρόνος εκτέλεσης αυτού
του κοµµατιού είναι O(n log n) επειδή η τιµή που ανατίθεται πρέπει να
αναπαρασταθεί από µια συµβολοσειρά µε O(log n) σύµβολα.

Θεωρητικά, ένας σταθερός παράγοντας συχνά αγνοείται. Για παράδειγµα,
συνήθως λέµε ότι ο χρόνος εκτέλεσης της Ταξινόµησης µε Εισαγωγή είναι
O(n2) αντί να δώσουµε τη συγκεκριµένη τετραγωνική συνάρτηση ως προς
n. Εδώ το f(n) = O(g(n)) σηµαίνει ότι υπάρχουν σταθερές c > 0 και n0 > 0
τέτοιες ώστε

f(n) ≤ c · g(n) για n ≥ n0
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Υπάρχουν δύο ακόµη συµβολισµοί που εµφανίζονται πολύ συχνά στην ανα-
παράσταση του χρόνου εκτέλεσης. Το f(n) = Ω(g(n)) σηµαίνει ότι υπάρχει
σταθερά c > 0 και n0 > 0 τέτοια ώστε

0 ≤ c · g(n) ≤ f(n) για n ≥ n0.

Το f(n) = Θ(g(n)) σηµαίνει ότι υπάρχουν σταθερές c1 > 0, c2 > 0 και
n0 > 0 τέτοιες ώστε

c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n) για n ≥ n0.

Τέλος, ας κάνουµε µια παρατήρηση σχετικά µε τους αριθµούς εισόδου.

Στο πρόβληµα του ελάχιστου τανύοντος δέντρου, κάθε τόξο έχει ένα µη
αρνητικό ϐάρος, το οποίο είναι ένας αριθµός εισόδου. Στον ορισµό του
προβλήµατος, υποθέσαµε ότι πρόκειται για πραγµατικό αριθµό. Ωστόσο,
ένας πραγµατικός αριθµός δεν µπορεί να εισαχθεί ακριβώς σε έναν υπο-
λογιστή. Στην πραγµατικότητα, ο υπολογισµός ενός πραγµατικού αριθµού
είναι µερικές ϕορές ένα πολύ δύσκολο πρόβληµα στη ϑεωρία της υπολογι-
στικής πολυπλοκότητας [260]. Εποµένως, πρέπει να αντιµετωπίσουµε κάθε
πραγµατικό αριθµό µε ένα χρησµό που µπορεί να παρέχει έναν ορθολογι-
κό αριθµό µε αναµενόµενη ακρίβεια, χωρίς υπολογιστικό κόστος. Με άλλα
λόγια, αγνοούµε το πρόβληµα υπολογισµού του πραγµατικού αριθµού.

Ωστόσο, όταν η ανάλυση του χρόνου εκτέλεσης πρέπει να λαµβάνει υπόψη
το µέγεθος των αριθµών εισόδου, π.χ., στην ανάλυση αλγορίθµων ασθενώς
πολυωνυµικού χρόνου, πρέπει να αλλάξουµε τη ϱύθµιση από πραγµατικό
αριθµό σε ακέραιο αριθµό.

1.5 ∆οµές ∆εδοµένων

Μια δοµή δεδοµένων είναι µια µορφή αποθήκευσης δεδοµένων η οποία
οργανώνεται και διαχειρίζεται για να έχει αποτελεσµατική πρόσβαση και
τροποποίηση. Κάθε δοµή δεδοµένων έχει διάφορες τυποποιηµένες λειτουρ-
γίες. Αποτελούν δοµικά στοιχεία για την κατασκευή αλγορίθµων. Η δοµή
δεδοµένων παίζει σηµαντικό ϱόλο στη ϐελτίωση της αποτελεσµατικότητας
των αλγορίθµων. Για παράδειγµα, µπορούµε να εισαγάγουµε µια δοµή
δεδοµένων ‘∆ιαχωριστικών Συνόλων‘ για να να ϐελτιώσουµε τον αλγόριθµο
Kruskal.
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Θεωρήστε µια συλλογή από διαχωριστική σύνολα. Για κάθε σύνολο S, έστω
ότι το First(S) είναι ο πρώτος κόµβος στο σύνολο S. Για κάθε στοιχείο x
του συνόλου S, συµβολίζουµε First(x) = First(S). Ορίστε τρεις πράξεις
ως εξής.

Make− Set(x) δηµιουργεί ένα καινούριο σύνολο που περιέχει µόνο το x.

Union(x, y) ενώνει τα σύνολα Sx και Sy που περιέχουν τα στοιχεία x και
y, αντίστοιχα, στο Sx ∪ Sy, Επιπλέον, ϑέτουµε

First(Sx ∪ Sy) =

{
First(Sx) εάν |Sx| ≥ |Sy|,
F irst(Sy) αλλιώς.

Find − Set(x) επιστρέφει το First(Sx) όπου Sx είναι ένα σύνολο που
περιέχει το x.

Με αυτή τη δοµή δεδοµένων, ο αλγόριθµος Kruskal µπορεί να τροποποιηθεί
ως εξής.

Αλγόριθµος Kruskal
input: ΄Ενα συνεκτικό γράφηµα G = (V,E) µε µη αρνητικά ϐάρη στα τόξα
c : E → R+.
output: ΄Ενα ελάχιστο τανύον δένδρο T .
Ταξινόµησε όλα τα τόξα e1, e2, ..., em σε µη ϕθίνουσα σειρά ϐάση των ϐαρών,
π.χ., c(e1) ≤ c(e2) ≤ · · · ≤ c(em);
T ← ∅;
for κάθε κόµβο v ∈ V do

Make− Set(v);
end-for
for i← 1 to m do

if Find− Set(x) 6= Find− Set(y) όπου ei = (x, y)
then T ← T ∪ ei

και Union(x, y);
end-for
return T .

΄Ενα παράδειγµα εκτέλεσης αυτού του αλγορίθµου ϕαίνεται στο Σχήµα 1.7.

Συµβολίζουµε µε m = |E| και µε n = |V |. Ας εκτιµήσουµε τον χρόνο
εκτέλεσης του αλγορίθµου Kruskal.
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Σχήµα 1.7: Παράδειγµα του αλγορίθµου Kruskal.
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• Η ταξινόµηση σε όλα τα τόξα απαιτεί χρόνο O(m log n).

• Η ανάθεση First(v) για όλα τα v ∈ V διαρκεί O(n) χρόνο.

• Για κάθε κόµβο v, η τιµή του First(v) µπορεί να αλλάξει το πολύ
O(log n) χρόνο. Αυτό συµβαίνει επειδή η τιµή του First(v) αλλάζει
µόνο αν ο v περιλαµβάνεται στην πράξη Union. και µετά την πράξη,
το σύνολο που περιέχει το v έχει διπλασιαστεί σε µέγεθος.

• ΄Ετσι, ο δεύτερος ϐρόχος (for-loop) διαρκεί O(n log n) χρόνο.

• Συνολικά, ο χρόνος εκτέλεσης είναι O(m log n) = O(m log n+n log n).

Ασκήσεις

1. Σε µια πόλη υπάρχουν N σπίτια, καθένα από τα οποία έχει ανάγκη
από παροχή νερού. Η κατασκευή ενός πηγαδιού στο σπίτι i κοστίζει
Wi δολάρια, και κοστίζει Cij για να κατασκευαστεί ένας σωλήνας µε-
ταξύ των σπιτιών i και j. ΄Ενα σπίτι µπορεί να λάβει νερό εάν είτε
υπάρχει ένα πηγάδι που έχει κατασκευαστεί εκεί είτε υπάρχει κάποια
διαδροµή σωλήνων προς ένα σπίτι µε πηγάδι. ∆ώστε έναν αλγόριθµο
για να ϐρείτε το ελάχιστο ποσό των χρηµάτων που απαιτούνται για να
προµηθεύσουµε κάθε σπίτι µε νερό.

2. Θεωρήστε ένα συνεκτικό γράφηµα G µε όλα τα διαφορετικά ϐάρη ακ-
µών. ∆είξτε ότι το ελάχιστο τανύον δένδρο του G είναι µοναδικό.

3. Θεωρήστε ένα συνεκτικό γράφηµα G = (V,E) µε µη αρνητικό ϐάρος
τόξου c : E → R+. Ας υποθέσουµε ότι e∗1, e∗2, ..., e∗k είναι τόξα που
παράγονται από τον αλγόριθµο Kruskal, και e1, e2, ..., ek είναι τόξα ενός
δέντρου µε διάταξη c(e1) ≤ c(e2) ≤ · · · ≤ c(ek). ∆είξτε ότι c(e∗i ) ≤ c(ei)
για όλα τα 1 ≤ i ≤ k.

4. ΄Εστω V ένα σταθερό σύνολο κορυφών n. Θεωρήστε µια ακολουθία m
µη προσανατολισµένων τόξων e1, e2, ..., em. Για 1 ≤ i ≤ m, έστω Gi

το γράφηµα µε σύνολο κορυφών V και σύνολο τόξων Ei = {e1, ..., ei}.
΄Εστω ci συµβολίζει τον αριθµό των συνδεδεµένων συνιστωσών του Gi.
Σχεδιάστε έναν αλγόριθµο για τον υπολογισµό του ci για όλα τα i. Ο
αλγόριθµός σας ϑα πρέπει να είναι ασυµπτωτικά όσο το δυνατόν πιο
γρήγορος. Ποιος είναι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου σας ;
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5. Υπάρχουν n σηµεία που ϐρίσκονται στο Ευκλείδειο επίπεδο. ∆είξτε
ότι υπάρχει ένα ελάχιστο τανύον δένδρο σε αυτά τα n σηµεία έτσι ώστε
κάθε κόµβος (δηλ. σηµείο) να έχει ϐαθµό το πολύ πέντε.

6. Μπορείτε να τροποποιήσετε τον αλγόριθµο Kruskal για να υπολογίσετε
ένα µέγιστου ϐάρους τανύον δέντρου ;

7. Θεωρήστε ένα συνεκτικό γράφηµα G = (V,E) µε ϐάρος τόξου c :
E → R, δηλαδή το ϐάρος είναι ενδεχοµένως αρνητικό. Λειτουργε-
ί ο αλγόριθµος Kruskal για τον υπολογισµό ενός ελάχιστου ϐάρους
τανύοντος δέντρου ;

8. Θεωρήστε ένα συνεκτικό γράφηµα G = (V,E) µε µη αρνητικό ϐάρος
τόξου c : E → R+. Ας υποθέσουµε ότι το τόξο e είναι το µοναδικό
µακρύτερο τόξο σε έναν κύκλο. ∆είξτε ότι το e δεν µπορεί να συµπερι-
ληφθεί σε οποιοδήποτε ελάχιστο τανύον δένδρο.

9. Θεωρήστε ένα συνεκτικό γράφηµα G = (V,E) µε µη αρνητικό ϐάρος
τόξου c : E → R+. ΄Οσο υπάρχει κύκλος, διαγράψτε ένα µακρύτερο
τόξο από τον κύκλο. ∆είξτε ότι ο υπολογισµός αυτός τελειώνει σε ένα
ελάχιστο τανύον δέντρο.

10. Θεωρήστε ένα παίγνιο µε δύο παίκτες σε ένα µη προσανατολισµένο
δεδοµένο γράφηµα G. Οι δύο παίκτες παίρνουν σειρά εναλλάξ. Ο
πρώτος παίκτης αφαιρεί ένα τόξο της επιλογής του/της. Στη συνέχεια,
ο δεύτερος παίκτης προσθέτει ένα τόξο του/της επιλογής του. Ο κα-
νόνας είναι ότι κανένα αφαιρούµενο τόξο δεν µπορεί να προστεθεί ξανά
και κανένα προστιθέµενο τόξο δεν µπορεί να αφαιρεθεί. Ο πρώτος πα-
ίκτης κερδίζει αν καταφέρει να αποσυνδέσει το γράφηµα. Ο δεύτερος
παίκτης κερδίζει αν καταφέρει να έχει ένα τανύον δένδρο στο γράφη-
µα. Αποδείξτε ότι ο δεύτερος παίκτης έχει µία νικητήρια στρατηγική
αν και µόνο αν το G περιέχει ένα τανύον δέντρο µε δύο τόξα που δεν
ενώνονται µεταξύ τους.

Ιστορικές Σηµειώσεις

Υπάρχουν πολλά ϐιβλία που έχουν γραφτεί για τη συνδυαστική ϐελτιστο-
ποίηση [72, 272, 275, 336, 359, 105, 368, 369]. Υπάρχουν επίσης πολλά
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ϐιβλία που έχουν δηµοσιευτεί για το σχεδιασµό και την ανάλυση υπολογιστι-
κών αλγορίθµων [73, 280], τα οποία καλύπτουν µεγάλο µέρος των προβλη-
µάτων συνδυαστικής ϐελτιστοποίησης. Ωστόσο, αυτά τα ϐιβλία αναφέρονται
κυρίως στον υπολογισµό ακριβών ϐέλτιστων λύσεων και ενδεχοµένως ένα
µικρό µέρος αναφέρεται σε προσεγγιστικές λύσεις. Για τις προσεγγιστικές
λύσεις, ένα µεγάλο µέρος του υλικού καλύπτεται συνήθως σε ξεχωριστά
ϐιβλία [388, 409, 100]. Για ϑέµατα σχετικά µε την υπολογιστική πολυπλο-
κότητα, ο αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στο [260, 99].

Στις πρόσφατες εξελίξεις της τεχνολογίας, η συνδυαστική ϐελτιστοποίηση α-
ποκτά πολλές νέες εφαρµογές και νέες ερευνητικές κατευθύνσεις [339, 426,
423, 338]. Σε αυτό το ϐιβλίο, προσπαθούµε να ικανοποιήσουµε αιτήµατα
από διάφορους τοµείς για διδασκαλία, έρευνα, και αναφορές, να συγκε-
ντρώσουµε τρία στοιχεία, το κλασικό µέρος της συνδυαστικής ϐελτιστοποίη-
σης, την προσέγγιστική ϑεωρία που αναπτύχθηκε τα τελευταία χρόνια, και
τη νεοεµφανιζόµενη µη γραµµική συνδυαστική ϐελτιστοποίηση.


